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|
CRECIMIENTO Y BIENESTAR -NDOGENOS:
UN MODELO ESTOCASTICO

FRANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

| Introduccion

FEl buen desempeno de una economia requiere de crecimiento sostenido
acompanado de un desarrollo econdmico que permita mejorar los niveles
de bienestar de la poblacion. Este trabajo determina endogenamente la tasa de
crecimiento del PIB de una economia y el nivel de bienestar (funcion de utilidad
indirecta) de sus agentes economicos. L.a economia en cuestion esta poblada
por consumidores que tambien son productores con preterencias, dotacionesy
tecnologias idénticas. Lstos individuos viven para siempre y desean maximizar
su satistaccion por un bien genérico de consumo (el supuesto de vida infinita se
puede reemplazar por un padre que se mteresa por maxumizar la satisfaccion
de sus hijos, nietos, bisnietos y demas descendientes). Ll modelo propuesto
supone que un mncremento en el PIB conlleva a una distribucion simétrica
de los recursos vy, por lo tanto, produce el mismo aumento en el bienestar de
todos los individuos.

Por mucho tiempo, el impacto de la incertidumbre en el crecimiento eco-
nomico y su efecto sobre el desarrollo ha sido un tema de gran interes para los

encargados del disenio v la mstrumentaciéon de la politica econémica. Uno de

los propositos del presente trabajo es desarrollar un modelo estocastico de creci-
miento endogeno con un solo sector, en el cual la tasa impositiva que se aplica a la

' Profesor-investigador ESE-IPN. Domicilio para correspondencia: Plan de Agua Prieta ~.~ ==

Col, Plutarco Elias Calles, Del. Miguel Hidalgo, CP 11340, correos electrénicos: fvenegzs 2 -~
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- oo~ mdiaduos es gobernada por un movimiento geométrico browniano.
~~amo, los agentes tienen expectativas de depreciacion en el tipo de cambio
- naucidas por un proceso de difusion con saltos. Los movimientos pequerios
1w w1 upo de cambio, los cuales siempre estan presentes, son modelados a través
- 20 movimento browniano, y los movimientos extremos y repentinos en el
0 de cambio, que ocasionalmente ocurren, estan gobernados por un proceso
“e fusson. La combinacion de estos procesos proporciona colas pesadas y sesgo
11 la distribucion del upo de cambio, lo que produce un comportamiento mas
realista en el precio de las divisas.

kn el modelo propuesto se examina la dinamica de equilibrio de las va-
nables de decision del agente representativo v de las variables relevantes que
caracterizan a la economia. Asimismo, en esta investigacion se discuten varios
temas relacionados con las politicas fiscal y cambiaria. En particular, se estudian
los etectos sobre el consumo, crecimiento v bienestar econémico por cambios
permanentes en los parametros que determinan las expectativas, a saber; la tasa
media espcrada de depreciacion, la volatilidad instantanea del tipo de cambio,

la probabilidad de una posible depreciacion, el tamafio medio esperado de una
posible depreciacion, el impuesto medio esperado ad valorem al consumo v el
impuesto medio esperado sobre la riqueza.

Aunque la mcertidumbre es un clemento clave en el estudio del crecimiento.
hay pocos estudios en la literatura que consideran un ambiente estocastico. Por
cjemplo, con respecto a la politica econdmica v el crecimiento estocastico, se
pueden mencionar los trabajos de: Leland (1974), Eaton (1981), Gertler v Grinols
1982), Turnovsky (1993) y (2000), Turnovsky v Grinols (1996), Grinols v Tur-
novsky (1993}, Obsteld (1994), Asea y Turnovsky (1998), Canton (2001}, Gokan
2002}, Gong v Zou (2003) y Venegas-Martinez (2006b), (2008a) y (2008b). Por
otra parte, en lo que se refiere a estudios empiricos, Ramev y Ramey (1995) han
estudiado el nexo entre volatilidad y crecimiento.

Ll modelo propuesto presenta varios aspectos distintivos que le permiten
examinar los determinantes del crecimiento y del desarrollo: /) considera
tactores de riesgo cn el tipo de cambio v la politica fiscal, proporcionando un
ambilente estocastico mas realista; 2) genera soluciones analiticas, haciendo
mas facil la comprension de los elementos clave del crecimiento: 3) trata al
consumo como una variable aleatoria, lo cual estd acorde con la realidad:

Dmlll leoria y evidencia del crecimiento, comercio L desarrollo



4) examina los efectos en el crecimiento de diversos tipos de 1mpuestos; y
5) obtiene el nivel de bienestar economico de un agente representativo de la
poblacion.

Este trabajo esta organizado como sigue. En la proxima seccion se desarrolla
un modelo estocastico del tipo de Ramsey para una economia pequena y abierta
que produce y consume un solo bien y cuenta con una restriccion del apo cash-
in-advance. En la seccion 3 se resuelve el problema de decision del consunudor. A
través de la seccion 4 se llevan a cabo experimentos de estatica comparatva. kn
la seccion 3 se determina el bienestar econdmico de los agentes y se examinan
los efectos de choques exdgenos sobre dicho bienestar. kin la seccion 6 se estudia
el comportamiento dinamico de la riqueza v del consumo en el equlibrio. En

el transcurso de la seccién 7 se especifica la tecnologia a fin de obtener la tasa

per capita de crecimiento del consumo, del capital v de la produccion. En la seccion 8
se presentan las conclusiones y se establece la agenda futura de investigacion.
Por Gltimo, tres apéndices contienen varios detalles algebraicos.

2. Supuestos basicos del modelo

Con el proposito de obtener soluciones analiticas en un modelo estocastico del
tipo de Ramsey, la estructura de economia, pequena y abierta, sera establecida
tan simple como sea posible. Algunos de los principales supuestos son hechos de tal

forma que los temas relevantes del crecimiento endogeno estocastico sean mas

faciles de analizar.’

2. | DINAMICA DEL NIVEL GENERAL DE PRECIOS

Considere una economia pequefia y abierta con agentes 1dénticos, los cuales
tienen vida infinita. La economia produce y consume un solo bien de carac-
ter perecedero. Se supone que el bien es comerciable internacionalmente sin
barreras arancelarias y que el nivel general de precios domésticos, P, es deter-

! Este modelado extiende las caracterfsticas de la economia estudiada en Venegas-Martinez
(2001, (2005) vy (2006b).

Crecimiento y bienestar endogenos Illllld C=



minado por la condicion de poder de paridad de compra, a saber, P = P E
donde P es el precio en moneda extranjera del bien en el resto del mundo v
L es el upo de cambio nominal. Se supone, por simplicidad, que P esigual a

L. Tambien, se supone que el valor inicial del tipo de cambio, E, es conocido
e 1gual a la umdad.

AsImIsmo, se supone que el nimero de movimientos extremos e inesperados
en el tipo de cambio, ie., saltos en el tipo de cambio por unidad de tiempo, sigue
un proceso de Poisson N con intensidad # (numero medio de saltos por unidad

de tempo), por lo que

P { un salto unitario durante dt} -p { du-\-":, = I} =y i, 1

- -

mientras que

p { ninguin salto en dzf} =P { dV = O} =l —-odf+o ( di),, 0
Donde
0 (df)
— () cuando di — 0.
ds
Ast, EF dV, =V ar"[d\ |=2de. El ntimero inicial de saltos se supone igual

a cero, es decir, N = 0.

el

Clonsidere un proceso de Wiener (/{ﬁ )f}u cdefinido en un espacio hjo de pro-

babilidad equipado con una filtracion (@~ F :'C?(f ' ) P -"|. La filtracion
- J | {=0)

(f ’ )IEU representa la informacion relevante en cada instante ¢ Se supone que el

consunudor percibe que la tasa de inflacion esperada, dPf /P, yporlo tanto la tasa

esperada de depreciacion, dE /E, sigue un movimiento geométrico Browniano
con saltos de Posson, de acuerdo con

df -
b= adito,dZ +d,

i

donde 7 es la tasa media esperada de depreciacion, condicional cn que nin-

gun salto ocurra. o es la volatilidad instantdnea del nivel general de precios
i~
esperado, y ¢ es el tamano medio esperado de un salto en el tipo de cambio.

- D""" leoriay evidencia dei crecimiento, comercio J desarrollo



El proceso <, se supone independiente de V. En lo que sigue, 7, 0 vy @son

constantes positivas.

2.2 SALDOS MONETARIOS REALES

kl agente mantiene saldos monetarios reales, m =M /P, donde M es el acervo
nominal de dinero. La tasa de rendimiento estocastica por la tenencia de sal-
cos reales, dR , esta dada por ¢l cambio porcentual del precio del dinero en
téermmos de bienes (poder adquisitivo). Al aplicar el lema de Itd para procesos
de difusion con saltos al inverso del nivel de precios, con la ecuacién (3) como
el proceso subvacente (véasc el apéndice A, formula (A.27), se obtiene

( 3
J{ ; J[; ) -~ (;0 z
) (0 )di-o,dZ - <2 |y,

e
KF;) ka‘j \1+€0J

dRFH - d

2.3 ACERVO DE CAPITAL

El agente también posee capital, k£, que paga una tasa de interés real libre de
riesgo de mcumplimiento 7 la cual es constante para todos los plazos v satistace
la siguiente ecuaciéon diferencial

dr, = rkdt, £k conocido

De esta torma, si el consumidor compra un bono real de £, unidades en ¢=0,
entonces el valor del bono en ¢ esta dado por:

Se supone que el agente representativo toma 7 como dada. Se puede suponer
alternativamente que existe un sistema bancario en el que los agentes pueden
prestar o pedir prestado a una tasa constante, 7, a todos los plazos v, en conse-
cuencia, libre de riesgo de mercado, la cual se aplica en forma continuamente

capitahzable. Se supone que este mercado de crédito es libre de riesgo de in-

Creamiento y bienestar endogenos lllmd
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cumplimiento. Asi, st un agente deposita &, unidades monetanas, entonces el

saldo en su cuenta bancaria, al tempo ¢, esta dado por & = £ ¢".

2.4 IMPUESTOS SOBRE LA RIQUEZA

defimido en un espacio fijo de

..{__\“1 S
ij ~OC SUpOHe
1= /

que el consumidor representativo percibe que su riqueza sera gravada a una

Considere ahora un proceso de Wiener (UI) U
-

probabilidad equipado con una filtracion (er T }( J:fz)

tasa incierta T, de acuerdo con la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dr  _ 5

-}—-‘—— m— Tdf + gTdf;};J;j T{J - 0: 6}

¥ =07 ++1-p°U N
‘}; COR? (dzf jd (p’z; ~+ \/1 — p*[j’ﬁ )) — pdzj 8‘}

donde T esla tasa media esperada del impuesto sobre la riqueza, o_ esla vo-
latilidad de la tasa impositiva a la rniqueza. y p € (-—l;l) es la correlacion entre

los cambios en la inflacion v los cambios en los impuestos sobre la riqueza.

Observe que un incremento en el tipo de cambio deprecia los saldos monetarios
reales. Esto, a su vez, reduce el valor real de los activos, situacion que puede
llevar a la autoridad fiscal a modificar su politica fiscal. Los procesos N |, Z v

U se suponen independientes dos a dos.

2.5 RESTRICCION CASH~IN-ADVANCE

Considere una restriccion del upo casfi-in-advance de la forma:

m =ac . 9}

C6 Dlmll Teoria y evidencia del crecimiento, comercio y desarrollo



donde ¢ es el consumo v a>0 es el tempo medio que se debe mantener el

dinero para financiar el consumo. La condicidn (9) es critica para ligar la politica
cambiaria con el consumo, pues de esta forma, la depreciacion actia como un

1mpuesto estocastico en los saldos monetarios reales.

3. Problema del consumidor

kin esta seccion, se caracterizan las decisiones Optimas de consumo y portafolio
de un agente representativo. Iin lo que sigue se considera la funcién de utili-
dad logaritmica con el propodsito de obtener soluciones sencillas que faciliten

el analisis.

3.1 RESTRICCION PRESUPUESTAL INTERTEMPORAL

La acumulacion de la riqueza del consumidor en términos de las proporciones
de sus recursos que asigna a los diferentes activos (dos activos en este caso):

W =m / a
[-w =Af{/a!

y del consumo, ¢, esta dada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
estocasticas:
f

f 1)

do, =awdR +a (1~ )dR ~(ra +(1+%)c)d,  a =m +4 >0, 10}

dr, =11, di+0 T (de{ + \/I — pjd[ﬂ)j T. >0,

()

donde dR, =df //ff y T es una tasa impositiva ad ralorem al consumo. St se

F

colapsan las ecuaciones (4), (5), (9) v (10 | se cumple que

- | )
da =a (-r—(D(Uf - rf)dz -0 0o, d. -w - ’ AV . !
L | | | | 1+ |

Crecimiento y bienestar endogencs mmq C/



donde

CD-——(H%)G"I YA -0,

3.2 INDICE DE SATISFACCION

La funcion de utilidad esperada, del tipo von Neumann-Morgenstern, al

tiempo £, V2, del consumidor adverso al riesgo se supone de la forma separable
en el nempo:

V' =E 4’ J‘j log (fﬁ)é‘”d5|.€}} 12)

donde F=F~®FE" representa toda la informacion disponible en . Observe

que la tasa subjetiva de descuento del agente ha sido igualada a la tasa de
interés real internacional 7, para evitar dificultades técnicas mnnecesarias en
la explicacion de los diferentes mecanismos de transmision. Evidentemente, la
coincidencia entre la tasa subjetiva de descuento y la tasa real de mnteres se debe

puramente a la casualidad, no existe otra causa para jusuficar este supuesto.

3.3 CoNDICION DE PRIMER ORDEN

La condicion de primer orden de la optimizacion intertemporal del agente
representanivo adverso al riesgo conducen a una solucion, @ =w . invariante

en el tiempo, asi como a la relacion (ver apéndice B).

] V@
0w 1+¢ (1 -—w)

AN 2 2
(1+1‘) +r+ T -0, +W0,,

13)

donde 8 =r"'. La funcion de utilidad logaritmica conduce a que w dependa
solamente de los parametros que determinan las caracteristicas estocasticas de
la economia v, por lo tanto, w es constante. Es decir; la actitud del consumidor

hacia el riesgo cambiario es independiente de su riqueza, ie., el nivel de riqueza

Co Dmm Teoria U evidencia del crecimiento, comercio y desarrolio



resultante en cualquier instante no tiene relevancia en las decisiones de porta-

folio. Mas aun, debido a la utihidad logaritmica, el coeficiente de correlacion,

P E (_L 1) , no Juega papel alguno en el portatolio 6ptimo del consumador.

3.4 UNA ASIGNACION FACTIBLE DEL PORTAFOLIO

&

LLa ecuacion (13) es cubica, por lo que tiene al menos una raiz real. De hecho,

la ecuacion (13) tiene una raiz negativa v dos raices positivas. Esto se puede ver

)

al intersectar la linea recta definida por el lado derecho de la ecuacion (13) con

la grafica definida por el lado 1zquierdo de (13). En este caso, existe solamente
una nterseccion que define un estado estacionario (tnico) de la riqueza que el
individuo asigna al consumo, w* & (Ojl).

4. Experimentos de politica economica, estatica comparativa

El primer resultado esperado es que un mmcremento permanente en la tasa de
depreciacion, da como resultado un aumento en el costo de oportunidad fu-
turo de comprar bienes, lo cual conduce a una disminucion permanente de la
proporcion de la riqueza destinada al consumo tuturo. Para ver esto, se calcula

la derivada de la ecuacion (13) con respecto de n

d ™

T

__wi < 14

donde

— [ —

’ Vi
Y = — + d -+ (7,

(a)*") u1+q5(1—(r)'*‘1"“] ; | 1

T

El segundo resultado es la respuesta de los saldos monetarios reales de

equilibrio, w* a cambios permanentes en el parametro de intensidad. . Un

aumento permanente en el numero esperado de saltos en el tipo de cambio por
unidad de tiempo, produce un incremento en el costo de oportunidad futuro
de la compra de bienes, esto, a su vez disminuye la proporcion de la riqueza

_recimiento y bienestar endogenos llmld CY



destinada al consumo futuro. De hecho, después de calcular la derivada de la
ecuacion (13) con respecto de z, s¢ obtiene

deo ™ @ N
v T w0 16;

Un efecto similar es obtenido por un cambio permanente en el tamano
medio esperado de un salto:

am$_ V <0 i
0wl p(1-w¥)] 17

Por tiltimo, un aumento en el impuesto ad valorem al consumo producira una
reduccion permanente en la proporcion de la riqueza dedicada al consumo
futuro. kEn efecto,

0™ = : < () 18:}

JT o'V

C Determinacion del bienestar economico

Ahora se determina enddégenamente cl bienestar econémico y se evaluan los
efectos de choques exdgenos sobre el nivel de bienestar de los agentes. Como
siempre. el criterio de bienestar, 117 del individuo representatnvo es la utihdad

maximizada que parte desde la riqueza real inicial, a , y 1a tasa impositiva inicial

de la riqueza. 7. El bienestar esta definido por (ver apéndice B):

- 1 i - “1
1 (:f_ﬁ V.. T.T.d . T | = ) {Hlob(a”/’q )+10g(0{ W )] 19
| | q [ o))
(1 #)a -0 jorLwro, | +7 Lo —viog| I
| - 2 2 \ l+@ )

5.1 EFecTOS DE LOS CHOQUES DEL TIPO DE CAMBIO EN EL BIENESTAR
ECONOMICO

A continuacién se calculan los impactos en el bienestar econdmico por cambios

permanentes cn la tasa media esperada de depreciacion, la probabihidad de

350 Dmm Teoria y evidencia del crecimiento, comercio ydesarrollo



depreciacion v el tamano esperado de una depreciacion. Primero, observe que
un 1mmcremento en la tasa media esperada de depreciacion reduce el bienestar

economico. De hecho, al calcular la dertvada de la ecuacion (19) con respecto

| T,.
de 7, se encuentra que ¢

oW __w* 0 20)

i '_]

ot 3

Analogamente, un aumento en la probabilidad de depreciacion producira
una reduccion en el bienestar economico. Para ver esto, es suficiente calcular
la denvada de la ecuacion (19) con respecto de ¢

4 N
7 [+@(l -

W1 [1- o]

av - 1+ )

< (J. 21?}1

Por ulumo, un incremento permanente en el tamano esperado de una de-
preclacion reduce el bienestar econoémico, asi

p— —

E:'JW__ ] v ¥
o (1 @)(1 @(l—a}*))

- ey

< () 22)

5.2 EFeECTOS DE CHOQUES DE POLITICA FISCAL EN EL BIENESTAR ECONOMICO

En esta seccion se calculan los impactos en el bienestar econdmico de cambios
permanentes en la tasa impositiva media esperada en la riqueza v en el impuesto

esperado ad valorem en el consumo. En este caso, se tiene

54 ]
§":" = —— < (), 23)
0T i
’ YW |
‘ —=——a 0¥ <0,
JT . D

Por lo tanto, al aumentar la tasa impositiva media esperada sobre la rqueza o la

tasa imposiuva en el consumo, se tendra una reduccion en el bienestar economico.
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6. Riqueza y consumo

En el transcurso de esta seccion se obtiene el proceso estocastico que genera
ta riqueza real del consumidor cuando se aplica la regla 6ptima. Después de

sustituir la @ * éptima en la ecuacion (11), se obtiene

- \H r | _
Nk g 1+€0(1—-a}*)
da{ =a ' +(m=ch) ~T dt — ¥ O‘PdEf | ] dNF
1+9(1-w*) L+ @
i y \ y |
25)
donde
F'H.‘ \‘\ b [ ]
— 1 L T!
r =T exp{|T-—ol|treavtf,  E|T T, =T 26}
n.k‘ - g J i .

y £~ \(Ol) . La funcion de densidad de T, dado T , €S log-normal y satis-

face
( , - AN "
I ! log (.?( T, ) — (’E —1/2 O )f
— N .l > "
.ffr (Ii‘”o) 5 ‘Cf’mP< 5 7 - 27)
2Tt X Rl O Nt )
Ademas se tiene
L er T, |=T,€ 28)
S
Var |7 |7, | = ’E'(:E’Eﬂ (eg” — 1)
: . 29)

La solucion a la ecuacion diferencial estocastica (25), condicionada por a,,

’
-

es (vease el apéndice A. formula (A.3))

bt
n

30)

3C Dlmll leoria y evidencia del crecimiento, comercio y desarrollo



donde?

E=0+¢ 0|t ~N|Flor|-t, G 31)
p = L(m ’:‘*)Nr? 52

v
]\fr ~ P | Vi | 9 3 |

Los componentes estactonarios de los parametros de las distribuciones va

mencionadas son:

Y F((U“!‘)— vV @ @F | (CUFE‘C)’P)L
' 1+@(1—aﬁ“) | 2
G(m *‘) = (UJ O, )
M

\ [+ ¢ )
Tambieén note que
Et&'{ 17!1 = [F(m*‘:‘)u T+ L(oﬁ)v} £ 34
Y _ _
\-f'ar{&r T ] = G(m*)+ {L(a}"‘ﬂ V|t .
~ P {a) denota una variable aleatoria de tipo 223527+ 227 22z G
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| TFH = LF(&)’*‘)+ rueﬂ + L(m*)v} t 36)

— —_—

2

rf”+ E{\f’ar [E{ IFH L it e lﬂ] + G(m*“"‘)+ (L(w’*‘ﬂh vit.
- 37

Las dos ultimas ecuaciones, de acuerdo con (30), determinan la media y la

-
o =Vard T | E
A\ ar“r} Vai {_. {{:r

varianza de la tasa de crecimiento de la riqueza real del individuo.

6.1 DINAMICA DEL CONSUMO

En virtud de las ecuaciones (9) v (30), el proceso estocastico para el consumo
se puede escribir como

% _I p "c;-;
cC =0 wrde .
1 0 38“}

Esto significa que. en ausencia de mercados de productos derivados, el riesgo
de depreciacion tiene un efecto en la riqueza a través de la incertidumbre en 5.,
es decir. la incertidumbre cambia el conjunto de oportunidades que enfrenta el
consumidor. Por ultimo, las ecuaciones (36) y (37), en virtud de (38), determinan

la media v la varianza de la tasa de crecimiento del consumo.

7. Especificacion de la tecnologia

Se supone quc la tecnologia es de la forma y = Ak, donde A > 0. Es deciy, el

procucto marginal del capital es constante ¢ igual a 4. Se supone que el capital
no se deprecia. La condicion para maximizar el beneficio requiere que 7 = .

Puesto que 1-w™ =k /a se fiene que
!
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Ahora bien, a partuir de la ecuacion (30], se obtiene que

Vo= (1 — (0 ”“)ameg"

=

Observe primero que la razon de la produccion y el consumo permanece
constante de acuerdo con

p o Aa(l-0*)
- ! ( b
. = - - . 3 9|

{

v debido a la restriccion cash-in-advance, la razon del dinero v el consumo,
m, / ¢, = . tambien permanece constante. Ahora bien. de las ecuaciones (38)
v (39), se tene que

Ademas, m =w*a . de donde m =w*ae . Por lo tanto.
. i b f () b

dm  dc _ dy CdE —df __
o s, = Uy, + qbr +0)
m

Ast, de las ecuaciones (31) ala (33), se tiene en [£4i+dt| que

[ ]

FloW ~, | dt, Gl dr

L

d& =df +d¢,  do

rﬂrﬁ-ﬂN

.

d¢p = L(a} ‘*)dN

!

df\err o P(Vdf)

/.1 TASA DE CRECIMIENTO DEL PRODUCTO

A continuacion se determina, de manera endogena, la tasa de crecimiento del

PIB. Ahora bien, s1 di= 7-#, entonces, en virtud de (34}, la tasa de crecimiento
esperada del producto, en [¢, 7 | , es

= ; - ik EFM 'rj= {Fﬁm } T +L(CU$)VMTHI) 1

= - f .

I

wr,f
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Ast, ¥, 7 depende de los parametros que determinan los factores de riesgo,
situacion que muestra cambios cualitativos y cuantitativos significativos con
respecto del planteamiento determinista. Asimismo, de (35), la varianza de tasa

de crecimiento del producto, en [, T |, estd dada por

L:]. ray

3 r _G(w*)nt[]d(w*ﬂg V(T—-z‘). 42)

Var

~
|

Por alumo, debido a (40) las tasas esperadas de crecimiento del consumo

y de los saldos reales, asi como sus varianzas, quedan también determinadas
por (41) v (42).

Eis importante destacar que el modelo propuesto permite caracterizar la dis-
tribucion del proceso estocastico de crecimiento del producto de la economia.
Como puede observarse, a partir de los resultados anteriores, cuando los agentes
son expuestos al nesgo de mercado ¢ste afecta de manera sensible su compor-

tamiento y expectativas. Por ejemplo, en los modelos deterministas se pueden
determinar las trayectorias optima de consumo y crecimiento, mientras que
en el caso estocastico, las trayectorias de consumo y produccién ya no pueden
ser determunadas porque el consumo y el producto se convierte en variables
aleatornas; situacion que esta mas acorde con la realidad. En consecuencia, la
consideracion del riesgo conlleva a cambios cualitativos y cuantitativos drasticos

en las decisiones de consumo y produccion de los agentes.

8. Conclusiones

Este trabajo se ha concentrado en la determinacién endogena de la tasa de cre-

cimiento del producto interno bruto de una economia v del nivel de bienestar
economico de sus agentes economicos. La “literatura del crecimiento” hasta ahora
ha agotado los modelos deterministas para explicar la dinamica del consumo vy
del producto. La mayoria de los modelos existentes ignoran la incertidumbre,
brindando una jusuficaciéon elaborada de por qué la incertidumbre no necesita ser
considerada. Sin embargo, esta investigacién muestra que la incertidumbre tiene
un mpacto no solo cn el crecimiento, sino también en el desarrollo econémico
a traves de sus efectos en el bienestar econdmico de los agentes. Por Gltimo, es

importante destacar que la consideracion de una tasa impositiva incierta en la

Dlmll leoria y evidencia del crecimiento, comercio y desarrollo



riqueza ha llevado a una dindmica transicional més compleja, pero con resultados
definitivamente mas ricos en cuanto a la explicacion de dinamica del crecimiento
y, por ende, del bienestar.

Il modelo estudiado supone que un incremento er: el PIB conlleva a una
cistribucion simétrica de los recursos vy, por lo tanto, produce el mismo aumento

en el bienestar de todos los individuos. Por supuesto, es necesario analizar el

caso de una distribucion asimétrica del producto, situacién que ya se contempla
en la agenda tutura de investigacion.

Apendice A

En este apéndice se establecen dos resultados ttiles en el desarrollo de este
trabajo:

[. kil lema de Itd para procesos combinados de difusién con saltos de Poisson,
el cual puede ser enunciado de la siguiente manera. Dada la ecuacién diferencial

estocastica lineal y homogénea
dx. =.xf(pz.dz‘+c7dzf +(pdqr) Al

y una funcion g { x, ) continuay dos veces diferenciable, entonces la diferencial
estocastica de g ( x, ) esta dada por

- —_—

dg (xr) =g (‘cr) X + lgw (xr)crgxf dt+ g (xf)crxfdff + g(x (1 + (,‘0)) — g(.xr)dqf.

|

- 2 i : I .
(AL2)
2. La solucion a la ecuacion (A1) es
I ] t?:\ ! !
X, =X, exp k,u—EU fﬂj fﬂdz” +1og(l+(;9) fﬂdq”
(A.3)
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ks importante tener presente, al usar (A.3), que para =0 las propiedades

para z v ¢, son:

- = - .} —

E f: dzH :0: k. !," J.:dz;;l — j:dh' =l Yy 1D f“ dg“ = 7.

- ] \ - - —

Apéndice B

Iin este apendcice se establece la ecuacion de Hamilton-jacoln-Belliman (H]B) para

el problema de control optimo estocastico que maximiza la utilidad esperada del

agente sujeto a su restriccion presupucstal intertemporal. Lon este caso, la condicion

de HJB esta dada por:

| | . ] L.
11;[((}; 3 Tr-:] f) - [r (mar.‘}rrﬁf_) B ]T(af ’Tr-’r)rrf B 5 ]Tf(ai’ 7 T:f"’ f)ff Uf B [rr(af "'Tf :r)ae" (F B Tf)
= max{loe(a'aw)de™ -1 (a1 .)ad +1[ (a,T .0)a w o
— mx gla aw )e a7 fyadw = 1,.49,7,,0)a w0
f C [T+ @ 1=
-l {a.T ., t)jatmwo, o p+vlja ‘ =, T L
='x_ ‘ l‘--.ﬁ 1+Q9 iy

s

B.T
donde

L

. L v ’ ~1 — e ﬁ
[Ma T .7)=maxEk f log((}: aﬁmﬁ)e H(]S1Ff >
N} ! | A )

es la funcion ae aunhdad indmecta {0 funcion de bienestar) del agente e

/. (c"{,Tf-?‘ | ox Lo correspondiente variable de coestado. Dado el tactor de des-
cuento exponencial enla ecuacion (12), se define 7 (af T, r) en forma separable

en el flempo coine

](ar.,rf,,r)= F(af,,rf)e B.2)
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Por lo tanto, la ecuacion (B.1) se transtorma en

- | N
(1f+r)F(aqr)—-F (a .,I)H ——F (a,,r)’r_j(if“—F (a.,r)a (r—r)
' T - 1 ! 2 TT / ! ! T {d Ped ! !
-1 1 2 a2
=maxslogia aw |- F aqr)a(bcu +—-F |la.t)a o C
o O [t 7 t ot f f 2 e te ot t PP
+@(1-ow)] |
—FM(af,rf)afrfcufo'PGTp+vF a T
D B.3
T LA

Se postula como candidato de solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden, (B.3), a:

F(af,,’rf)=(50+5l log| -~ ‘H(T;;‘S:ﬂé.a)’ B.4)

donde o,, 0, v H (Tf) . son determinados a partir de la ecuacion (B.3). Al
sustituir la ecuacion (B.4) en (B.3), se tiene

r(éﬂ +0, 10g(a!))+51 ?—r—%ai
w2~ 1 (57 1) 20 < o) 0
= max {Flog (a*latwf) ~0,dw, - -;l)—cﬁlmf(}; +vo, log ' ql(jq: wf)

Al derivar con respecto de w e igualar a cero la expresion anterior se obtiene
la condicion de primer orden:

1 VP
0w 1+¢ (1 —(,o)

—(1+f)0("‘ T+ T —G; +UJ0;

Posteriormente, en el apéndice (, se elige H (rf) como solucion de

rH(r{)—H’(rr)r:E——H”(rf)rfaf -6 log(rf)+6r = ()

I/
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Los coeficientes 9,y 0, son obtenidos después de sustituir la z* 6ptima en
la ecuacion (B.3). Esto conduce a 6 =77 v

&

~, 1 '[
. 1
0, 5 log(a 0 )

1 N 5 | | > ]
- ((1+’r)a‘ 2 ,TIT--J;)CU:E:-F—(CU’*‘U ) 4T =7 ——O°
,j (‘) F {) T
rol 2 2
1+(;0(1—cu"“)
-vlog .
L@ B.7)

kl eriterio de bienestar, 117, del individuo representativo es la utilidad maxi-
mizada con una riqueza real inicial, @, v una tasa impositiva inicial a la riqueza,
7,- En virtud de la ecuacion (B.2), el bienestar esta definido por:

—

. 1 B
W (v gt 10,1, )= 1(a,.7,,0)= Fa,.1,) o I+log(a, /7, )+log(a w¥)
- - AN ]
| - 1 ) . | 2 [, ]__1_(“{}(1_,(_3?1‘} ll
— ((Hr)a l+f”-+ﬂ—(7})(0:“+—-(w$ OP) +T ~—0. —viog -1,
/o 2 2 R A
B.8

Apeéndice C

En el presente apendice se resuelve la ecuacion diferencial ordinaria lineal de
seaundo orden no homogenea que aparece en la ecuacion B.6i.dSea H=H 1)
v consicere la ccuacion no homogénea del tpo de Euler-Cauchy

ﬁ T : - )
T H J': TH' o H = 2,, I.og(r)+ — T,

(F~ O O ol {C_ 1)

donde 7y O'son constantes positivas. A continuacion, la ecuacion (C.1) se trans-
forma en una ecuacion diferencial con coeficientes constantes, para ello se aplica
cl metodo de Euler con el siculente cambio de variable 7= ¢. Asi, ¢ = log (7).

dH B 1 0H
0T T ot lC

.
l ~
Y
- LT E— -
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Después de sustituir las eccuaciones (CG.2) v (C.3) en (C.1), se obtiene

— —_

oH |27 |

5 H

o

91"

oH 2r

2 2

JT 0] df

H =

dt

2

.l"j

G-

."'J

-

La solucion general de (C.4) es de la forma:

A (1

H (t)+H, (1)

1o

(.3

(C.3)

donde H{_ es la solucion complementaria asociada a la ecuacién homogénea, y

1, ¢s una solucion particular de la ecuaciéon no homogénea. Para determinar

H ., se resuelve la siguiente ecuacion caracteristica:

07

b2

Y —
._.(j'u

|

7

27

2

o)

= (.

Por lo tanto, la funciéon complementaria e

L

donde las dos raices estan dadas por

4

H (r) =" +0.e"

V=

(2:“5 - gﬂ)+ \/(2? - az)2 1 8ro”
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v, =

st

4r |
(2? —0° ) - \/(Zf o’ )2 +8ro”

Para determinar H L SC utiliza el método de coeficientes imndeterminados. Se

supone una solucion de la siguiente forma:
H,(t)= At+B+Cre,
C.7)

asi

HWQ=A+CU+Q5

P

H”(r) = C(r+2)€",,

P

Después de sustituir la ecuacién (C.7), y sus derivadas, en (C.4), se tiene que

20 |27 2 > 2

2T 2r 2T
— -1 Cte' + |1+ — (e At +| — -1 ~B=-—t+—>e¢.

og- O o o Kea O g ro

L - —_

Al rewolver término a términe. los valores de A, By (), estan dados por

‘—1=l. b = : (2?—(72),3-*' C = -

2 Dp- y (GE + 2’5)

g

de donde una <olucion particular debe cumphir 7= r. Por lo tanto,

k3

1 o 1 2 ;
)= —t + te

e —_— . .
T 2T T 7;(0'2+2r)

| 2 {

e .

L, 1 o
H(f)-_—é €‘1"+536}2ﬁ+—:i |

Y

Al sustituir las ecuaciones (G.6) y (C.8) en ((.3), se obtienc que
]
+

T 2T T fﬁf+2ﬂ
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Como 7= ¢!, la solucion general de la ecuacion (C.1), en términos de 7, esta

dada por

) V- i 2 i o]
H(r)=52's +0.7T +flog(r) 1+ T|+— |1

-,
+

g
=
~|
I~
|

(L9

Los valores de 8, y 0, que satisfacen las condiciones miciales f (7)) = H’
! — .
‘T,) = 0 son:

- - 2 - 9

0, = ?(;ﬂn }/2) ;’/:a Llog(f{})+1 gf_ ~ :‘_"02? (1 log(r{})(l—yz))+l_.
%

e T 2 - 9) )

0, = T(;““ }/3) & Y, 10g(170)+1 ;'" "— — j“zf(l+1og(’cﬂ)(l—)/1))-1-1qu

La primera condicién inicial, /7 (7,) = 0, asegura que el bienestar econo-

mMICo,

[(CIGT,TU,,O) = F(aﬂjrﬂ) =0, +{10g )

j T,

4

«ca independicnte de la seleccion de H . La segunda condicién inicial, /° (1) = 0,
sarantiza que el bienestar es afectado negativamente por el impuesto a la niqueza,

=310 €S,

ﬂ |
0T rT

(3

< 0,

(

- también asegura que H es la tnica solucion de la ecuacion C.1 .
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