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Resumen

El presente trabajo desarrolla un modelo de crecimiento endégeno en una economia
con consumidores de vida finita que tienen acceso a una canasta de bienes hetero-
géneos. Las tasas de crecimiento per capita de todos los sectores se caracterizan de
manera endogena a través de la tecnologia que utilizan las empresas, la tasa subjetiva
de descuento, la tasa de reposicion del capital, la tasa de crecimiento de la poblacion,
el nimero medio de agentes vivos por unidad de tiempo, la canasta de consumo
promedio y la dotacion inicial per capita del acervo de capital. Una caracteristica
distintiva del modelo propuesto es que éste produce crecimiento no balanceado en
los diferentes sectores que conforman la economia.
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Abstract

This paper develops a model of endogenous growth in an economy with finitely
lived consumers who have access to a basket of heterogeneous goods. The per capi-
ta growth rates in all sectors are characterized endogenously through the technology
used by firms, the subjective discount rate, the rate of replacement of capital, the
rate of population growth, the number of live agents per unit of time, the average
basket of consumption and the per capita endowment of capital stock. A distinctive
feature of the proposed model is that it produces unbalanced growth in different
sectors that make up the economy.

Keywords: economic growth, agents’ decision, heterogeneous goods

Clasificacion JEL: F43, D91

Introduccion

El desarrollo de la teoria, heterodoxa u ortodoxa, de crecimiento enddgeno alcanza
su cuspide en la década de los noventa, basta tener en cuenta los trabajos realizados
por: Barro (1990), Romer (1994), Barro y Sala-i-Martin (1992), Romer (1990) y
Rebelo (1991), entre muchos otros. Asi como las investigaciones que incorporan
ejercicios de politica econdmica, sobre todo de politica fiscal en modelado del cre-
cimiento enddgeno, como son: Cazzavillan (1996), Turnovsky (1996), Easterly et
al. (1994), Fisher y Turnovsky (1998) y Ludvigson (1996). En la literatura espe-
cializada se encuentran también muchos y muy diversos trabajos sobre diferentes
aspectos del crecimiento enddgeno, por ejemplo: un modelo de crecimiento endo-
geno no balanceado se encuentra en Eicher y Turnovsky (1999); un modelo con dos
sectores es desarrollado por Bond, Wang y Yip (1996); y un modelo de crecimiento
enddgeno con externalidades se tiene en Benhabib y Jovanovic (1991). Vale la pena
destacar que los modelos anteriores fueron desarrollados en ambientes determinis-
tas; en el marco estocastico se pueden mencionar: por ejemplo, las investigaciones
de: Reikard (2005), Gokan (2008), Venegas-Martinez (2010) and (2011), Benavie,
Grinols y Turnovsky (1996) y Turnovsky (1993), (1998), (1999) y (2000). Por ul-
timo, se hace notar que existe en la literatura del crecimiento enddgeno una vision
en donde el gobierno, y no sélo la empresa, puede fomentar la innovacion a través
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de programas de actividades de investigacion y desarrollo; véanse, por ejemplo: los
trabajos de Rivas-Aceves y Venegas-Martinez (2008a), (2008b), (2010a) y (2010b);
Venegas-Martinez y Rivas-Aceves (2008) y (2009b), y Rivas-Aceves, Venegas-Mar-
tinez y Martinez-Pérez (2009).

Una de las criticas de la heterodoxia hacia la teoria neoclésica, particularmente a
la nueva macroeconomia clasica, es que usualmente se postula que los consumidores
son idénticos y tienen acceso a un bien genérico de consumo. En este contexto, los
consumidores tienen los mismos gustos, dotaciones y vida infinita. El bien genérico
se obtiene como un agregado de todos los bienes disponibles en la economia, y la
agregacion se lleva a cabo a través de la aplicacion de los precios relativos (razéon
entre el precio del bien representativo y el precio del bien que se esta agregando)
a los otros bienes. Hay también otra critica sobre la vida infinita de los individuos
cuando éstos se conciben como agentes maximizadores de utilidad. Este supuesto se
defiende, desde la teoria neoclasica, con el argumento de que realmente no se trata de
un individuo que vive para siempre sino de un padre que se preocupa por maximizar
la satisfaccion de sus hijos, nietos, bisnietos y deméas descendientes en un acto de
amor filial incondicional e ilimitado, es decir, se preocupa por todas las generacio-
nes futuras, lo cual tiene poco que ver con la realidad, pues nadie esta interesado en
tomar decisiones de consumo en el presente pensando en los intereses futuros de sus
tataranietos. En conclusion, la defensa por parte de la ortodoxia se hace diciendo que
se trata de un horizonte de planeacion infinito y no de la vida de un individuo. No
obstante, la literatura que toma este marco tedrico, un bien homogéneo y agentes con
vida infinita, es muy abundante y mas atn cuando se combinan las expectativas ra-
cionales y la racionalidad de los agentes para plantear modelos macroeconémicos
de equilibrio general. La discusion sobre estas criticas y muchas otras, asi como
su defensa, sigue vigente sobre todo desde la apreciacion de las visiones institu-
cionalista y evolucionista.

En esta investigacion se desarrolla un modelo de crecimiento endégeno para una
economia' en donde los individuos tienen acceso a una canasta de bienes heterogé-
neos, de hecho se supone que existe un continuo de bienes heterogéneos. Asimismo,
los agentes que conforman la economia no son idénticos en lo que concierne a que

' Por simplicidad se toma una economia cerrada dado que la presente investigacion se concentra en determinantes
del crecimiento diferentes a las exportaciones. Abrir la economia en el modelo propuesto requeriria de modifica-
ciones que complicarian innecesariamente la propuesta.
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viven para siempre (o que tiene un horizonte de planeacién infinito); aunque si son
iguales en gustos y preferencias,” se supone que los agentes tienen asociada una
distribucion de probabilidad de que atn estén vivos en un tiempo finito dado. Otra
caracteristica distintiva del modelo propuesto es que éste produce crecimiento no
balanceado en los diferentes sectores que conforman la economia, es decir, no todos
los sectores crecen a la misma tasa.

La gran mayoria de los estudios, tedricos o empiricos, ortodoxos o heterodoxos,
sobre crecimiento econdmico sefialan que, entre los determinantes del crecimiento se
cuentan la acumulacion de capital fisico, el capital humano, el avance tecnologico, las
innovaciones, las instituciones (reglas del juego) y el “aprendiendo a hacer”, entre
otros. En este trabajo, las tasas de crecimiento per capita de todos los sectores, en
una economia de bienes heterogéneos con agentes de vida finita, se caracterizan, de
manera enddgena, a través de: 1) la tecnologia que utilizan las empresas (mediante
un coeficiente tecnoldgico), 2) la tasa subjetiva de descuento, 3) la tasa de reposi-
cion del capital, 4) la tasa de crecimiento de la poblacion, 5) el nimero medio de
agentes vivos por unidad de tiempo, 6) la canasta de consumo promedio y 7) la dota-
cion inicial per capita del acervo de capital. Para ello se combinan la tecnologia Ak
(véanse al respecto, Harrod, 1939 y Rebelo, 1991), con el comportamiento racional
de todos los agentes econdmicos. Es importante destacar que una diferencia entre
los modelos tipicamente endogenos y el modelo propuesto es que, este Gltimo no
conduce al crecimiento balanceado.

El presente trabajo esta organizado como sigue: en la siguiente seccion se es-
tablecen los supuestos de la canasta de bienes en cuestion y se obtiene la canasta
promedio; en la seccion 2 se define la dindmica de crecimiento de la poblacion de la
economia bajo estudio; a través de la seccion 3 se introduce la distribucion exponen-
cial para conducir el tiempo de vida de los agentes; en la seccion 4 se proporciona
la forma funcional de la utilidad de la canasta promedio de un consumidor con vida
finita; en el transcurso de la seccion 5 se establece la forma en que la economia asig-
na recursos a los diferentes sectores que la componen; en la seccion 6 se describe
el comportamiento de la empresa representativa en la economia; en la seccion 7 se
especifican las condiciones de primer orden de una solucion interior del problema de
maximizacion de utilidad; en la seccion 8 se determinan endogenamente las tasas a

2 Unmodelo de crecimiento endogeno con agentes heterogéneos en preferencias se encuentra en Ortiz-Arango et

al. (2011).
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las que crecen los diferentes sectores de la economia; enseguida se dan las conclu-
siones, se establecen los alcances y limitaciones del modelo propuesto y se menciona
la agenda de investigacion futura. Por tltimo, dos apéndices contienen detalles de
varios resultados analiticos.

1. Canasta de bienes heterogéneos y canasta promedio

Considere una economia cerrada, la cual es poblada con agentes idénticos en pre-
ferencias y dotaciones, los cuales son racionales. Al tiempo ¢ los agentes pueden
elegir entre diferentes bienes de consumo de una canasta C, ( 7), y €I'. Es decir,
los bienes estan indizados por un parametro ¥ € I'. Si I es un intervalo cerrado de
numeros reales, entonces hay un continuo de bienes. Se supone que es posible que
bienes diferentes tengan asociado un mismo indice. Al tiempo ¢, el bien asociado con
el indice ¥ de la canasta esta representado por la siguiente relacion:

C(y)=1+C'In(C,), yel
Si la distribucion de los diferentes bienes disponibles en la economia esta dada por
1 .
— si yel“=[0,v],
v

f(r)=
0 siye[0,v].

donde v esuna constante conocida, en cuyo caso la canasta promedio esta represen-
tada por C, =E [C,(¥)], es decir,

— 1 14 y
C =], CNfGdy=—[ (1+C/n(C,))dy
v =—(v+C/ —1)=C—fv

! +(l—lj.
s VvV v 14

Bajo el supuesto de que v tiende a 1, entonces la canasta promedio se puede

1(}/+C,7)

14

escribir como
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C~& (1)

En el transcurso de las siguientes secciones estaremos interesados en maximizar
la satisfaccion de la canasta promedio del agente promedio.

2. Crecimiento de la poblacion

En lo que sigue se supone que la poblacion crece a una tasa continua #. De esta
manera, la dinamica de la poblacion en cada instante satisface:
dn, 1
— n
N, dt

2)
Equivalentemente

N =nN

t t°
En otras palabras, la poblacion crece con la siguiente tendencia exponencial
_ nt
N, =Ny ",

donde N, es el tamafio de la poblacion inicial. Por simplicidad, en lo que sigue, se
normalizara la poblacion inicial, esto es, N, =1.

3. Vidas finitas

A diferencia del planteamiento estandar de individuos con vida infinita, a conti-
nuacion se define una variable aleatoria 7" que representa el tiempo de vida del
agente. Se supone que la probabilidad de que el agente esté vivo al tiempo ¢ satis-
face:

P{T>tj=e" 3)

donde S es el nimero medio de agentes vivos, al tiempo ¢, por unidad de tiempo. Es
decir 7 sigue una funcion de densidad de la forma:
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Le ™ si >0,

Jr() =
0 si t<0.
De tal forma que
d d d d » .
fT(t):EFT(I‘):EP{TSt}za(l—P{T>t})=E(l—e )= pe.

En otras palabras, la funcion de densidad exponencial de pardmetro £ conduce
el tiempo de vida de los agentes.

4. Utilidad de la canasta promedio del agente con vida finita

Se supone ahora que existe un planeador central que desea maximizar la satisfaccion
del agente promedio cuando este esta vivo al tiempo ¢. Especificamente, se supone
que el planeador central desea maximizar

U= |u(C,/N)e""™" P{T >t}d1, 4)
t=0

donde u(C,/ N,) es la funcion de utilidad sobre la canasta promedio de consumo
per capita ¢, = C /' N,,enlaque N, es el consumo agregadoy p es la tasa sub-
jetiva de descuento (o tasa intertemporal de descuento), la cual es la misma para
todos los consumidores. Observe que la utilidad también se descuenta considerando
las generaciones futuras a través de la tasa de crecimiento de la poblacion n. Se
supone también que la funcion de utilidad toma especificamente la siguiente forma
funcional:

1/v

u@c)=-e“".
equivalentemente
u(@)=-e", 6>0, (5)

donde 6 =v"". Observe que el parametro @ representa la canasta promedio.
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5. Asignacion de recursos

Ahora bien, se supone que la asignacion de recursos esta dada por la identidad de la
renta nacional (para una economia cerrada) y no por un sistema de precios. De esta
manera,

Y=C+1,+G, (6)

donde Y, es el producto interno bruto, /, es la inversion neta (los bienes nuevos
que se destinan a la produccion) y G, es el gasto de gobierno. La inversion neta esta

dada por
I,=K,+5K,, (7)

donde K , es lainversion brutay O es la tasa de depreciacion del capital. Después
de sustituir la ecuacion (7) en la expresion (6), se tiene en términos per capita que:

+£—5£+
Nt

8
N (8)

=0

= |~
Ela

t

Sea k, =K,/ N, el capital per capita. De hecho, de ahora en adelante, todas

t
las variables expresadas en letras minusculas se referiran a cantidades per capita (a

menos que se especifique lo contrario). Observe, primero, que

_d(K\_NK-KN,_K KN, _K
"odr\ N, N? N, N,N, N, '
de donde
K -
—~L =k +nk,. 9
Ntk 9

Al sustituir la ecuacion anterior en (8), se tiene que la produccion per cdpita
satisface:

y, =c, +k +6k +nk +g,. (10)
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Por simplicidad se supone que la economia es una autarquia, en cuyo caso
g, =0, es decir

k,=y, —(5+n)k —c, (11)

Observe que la produccion se destina a tres fines: el consumo, la inversion junto
con la depreciacion y la dotacion de capital inicial a las nuevas generaciones.

6. Comportamiento de las empresas

En lo que sigue se supone que la produccion se lleva a cabo por una empresa repre-
sentativa que utiliza la tecnologia

y, = f(k)= Ak,. (12)

Es decir, el producto marginal del capital es constante e igual a A. En lo que
sigue, se supondra que en todo momento y, = f(k,). El valor presente, VP, de la
empresa representativa esta dado por

VP = | (4k, —rk,)e "dt (13)

t=0
donde r es el rendimiento que paga el capital. La condicion de primer orden del
problema de maximizacion del VP conduce a:

A=r. (14)
Asi, el producto marginal del capital satisface que 4 =r.

7. Condiciones de primer orden del problema de
maximizacion de utilidad

En esta seccion se plantea el problema que resuelve el planeador central, intere-
sado en maximizar la satisfaccion del individuo promedio. Asi pues, con base en
las ecuaciones (1)-(5) y (12), el problema de decision del planeador central esta
dado por:
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Maximizar U = j —e Vgt (15)
=0

sujetoa: k, =(A—S8—-n)k,—c,, k, dado.

donde k, es la dotacion inicial del consumidor. En este caso, el Hamiltoniano del
problema anterior de control 6ptimo es

H=-¢"+[(4-6-n)k —c,]. (16)

donde A, es el multiplicador (precio sombra) asociado a la restriccion. Las condicio-
nes de primer orden para una solucion interior son:

oH _;
o,

OH _,  _OH _ _r

LL LAy P -
o ok (p+B-n) y

La primera ecuacion de (17) (llamada condicion del control 6ptimo) conduce a

b

Oe™* — 1, =0. (18)

Asimismo, la segunda condicion en (17) (llamada la ecuacion adjunta) conlleva a

A (A=-S5—-n)=A—(p+B-n),
Equivalentemente,

di=(p+S+p—A)A. (19)

Observe que la variable de coestado A, es independiente de la tasa de crecimien-

to de la poblacion. La ecuacion diferencial ordinaria de primer orden homogénea,
dada en (19), tiene solucion, con condicion inicial A, al tiempo ¢ =0, dada por:
A, = Ao (20)

1

Observe que (18) conduce a
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o - In(8)—1In(4,)
' 0
y al sustituir (20) en la ecuacion anterior se tiene que

C__mun—hm%émﬁﬁmq
a 0

, e2y)

es decir,

o - In(@)-In(4)—(p+0+ B — At
T Z
_In(@)-In(4) (p+6+p—-At
- 0 0 '

Ahora bien, si se supone que la siguiente condicion de transversalidad® se cum-
ple (véase el Apéndice A)

lim ke 2" =0, (22)

—>0
entonces

I ce e =k,

0 0

en cuyo caso se sigue que

=[O -Intk) _(p+0+p-A)] o
0 A-0-n (A—=0—n)
En consecuencia, la trayectoria 6ptima de consumo satisface
o - In(@) —In(4)—(p+06+ B — At
o Z
(24)
(=G —nyk AP0 A=p=0-F,
0(A—-6—n) 0

Esta condicion establece que el individuo no puede hacer piramides para endeudarse indefinidamente pagando
intereses contratando mas y mas deuda.
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Es decir, el consumo es lineal en el tiempo. Con el fin de mantener el consumo

positivo se supone que

(A_g_n)ko>w>0
0(A—5—n)

Por otro lado, a partir de la restriccion presupuestal dada en (11), se tiene la ecua-
cion que determina la dindmica del capital,

k,=(A-5—-n)k —c,

C(A=S—n)k | (A=5—n)k +p+5+,B—A_(p+5+,B—A)t
! " 9(4-5-n) 0 '

La solucion de esta ecuacion diferencial ordinaria no homogénea esta dada por
(ver el Apéndice B)

kt=k0+(A_’0_§_ﬂ)t>O. (25)
0(A—5—n)

8. Tasas de crecimiento de los sectores

Si se denota la tasa de crecimiento de un variable x, mediante & = X, / x, , entonces,
a partir de la ecuacion (24), se sigue que la tasa de crecimiento del consumo satisface:

_A-p-0-b_,

2 Oc

t

Del mismo modo, con base en la expresion (25), se tiene que la tasa de creci-
miento del capital esta dada por:

_U-p-0-h _,
OA-S—-n)k,

Sk

Ahora bien en virtud de la ecuacion (12) se obtiene, finalmente, que

_U-p=5-p) _,
0(A—5 —n) Ak,

S
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Observe que la tasa de crecimiento per capita del producto depende de la tecno-
logia que utilizan las empresas (mediante un coeficiente tecnoldgico), la tasa subjeti-
va de descuento, la tasa de reposicion del capital, la tasa de crecimiento de la pobla-
cion, el numero medio de agentes vivos por unidad de tiempo, la canasta promedio
y la dotacion inicial per capita del acervo de capital. Por tltimo, note que el modelo
desarrollado no conduce al crecimiento balanceado, es decir, todos los sectores cre-
cen a diferentes tasas.

Conclusiones

Este trabajo ha desarrollado un modelo de crecimiento endégeno en una economia
con bienes heterogéneos. En el modelo propuesto se maximiza la satisfaccion de
la canasta promedio de un agente con vida finita. Las tasas de crecimiento per ca-
pita de todos los sectores en la economia se caracterizaron, de manera endogena,
a través de la tecnologia, la tasa subjetiva de descuento, la tasa de reposicion del
capital, la tasa de crecimiento de la poblacion, el nimero medio de agentes vivos
por unidad de tiempo, la canasta promedio y la dotacion inicial per capita del acer-
vo de capital.

En el modelo propuesto se combinaron la tecnologia Ak con el comportamiento
racional de todos los agentes econdmicos. Una caracteristica distintiva del modelo
es que no conduce al crecimiento balanceado, es decir, los sectores crecen a dife-
rentes tasas. Con el fin de obtener soluciones analiticas de las tasas de crecimiento
se supuso una forma funcional especifica para el indice de satisfaccion, a saber, la
exponencial negativa. Una limitacion del modelo es que los resultados dependen de
la funcion de utilidad escogida; es de esperarse, por ejemplo, que con utilidad loga-
ritmica los resultados sean diferentes.

Por supuesto, el modelo propuesto se desarrollé en un ambiente determinista
y es necesario extenderlo a ambientes con riesgo e incertidumbre. Por ejemplo, se
podria incluir un activo riesgoso (un titulo de capital de una emisora representativa
que cotiza en bolsa) cuyo precio puede ser conducido por el movimiento geométrico
browniano; incluso se podria suponer una volatilidad estocastica con reversion a la
media. Asimismo, se podrian incluir saltos en el precio de la acciéon mediante un
proceso homogéneo de Poisson. Por ultimo, se podria incluir incertidumbre en la po-
litica fiscal futura a través de un proceso Markoviano de difusion que conduzca la tasa
impositiva sobre la riqueza real del individuo.
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Apéndice A

En el presente apéndice se presentan los detalles matematicos de la ecuacion (23).

Ky ~lim ke 0" :T (111(9) —In(4) - a(p +5+ - A)t)ewn), ds
_ (ln(ﬁ)—ln(ﬂo)j Te_u_a_n)f g pro+B-4) ]Ete‘“‘“s‘”” i
0 o 0 )
_[In(@)-In(4) | (p+5+f-4)
\oU4-6-n ) o4-5-ny "

Este resultado coincide con la expresion (23).
Apéndice B
En este apéndice se obtiene, detalladamente, la ecuacion (29). Note primero que

k =(A—8—n)k, —c,=(A-5—n)k,

[ (a—5—n)k +p+§+ﬂ—A_(p+5+ﬂ—A)t
" 9(4-5-n) 0 '

Se definen las siguientes constantes a fin de hacer la notaciéon mas simple. Sean

A, =A-06—n,
BO=(A_§_n)kO+M=AOkO+M
0(A—5—n) 04,
y
D0=p+§;ﬁ—A.

Note ahora que
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Bozk0+p+5+/3—A

4 0
y
&:(A—5—n)ko+wzko+2‘2’
4, O(A—-6—n) 4
asi

Y de esta manera,
k, = Ajk, — B, + D,t.

La solucion de la ecuacion diferencial ordinaria no homogénea de primer orden
esta dada por

t t
k, = ke® - BOeAO’J.e_A“S ds+ DOeA“J.S e ds
0 0
B t
= ke™ - Z‘jer’(l —e )+ DOeA"tj se ™ ds
0

= ke - ﬂeAO’(l —e ™)+ D Lo
4 4

t 1 L 4
+— e ds
Sl ]

B D D
= ke =20 (M — 1) 4| — 20 4 20 (M -]
e (e )+{ + (e )J

A,
= ke —%(e/"” -+ (—%t+ (%—koj(e/"’f - 1)]
D,

4,

lo cual coincide con la ecuacion (25).



